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叶盘系统频率转向与模态耦合特性分析
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摘 � � � 要: 叶盘系统频率转向现象是系统模态间相互耦合的结果,并在较大程度上影响系统的振动特性.

本文以系统模态能量的角度,从叶盘系统特征方程中导出各子模态能量的表达式, 并利用集中参数模型, 系

统地研究了叶盘系统频率转向特性与系统模态中各子模态能量的变化规律. 通过研究叶盘模态耦合能量的

变化特性,较为全面地分析和总结了系统频率转向与各子模态能量变化之间的内在联系.
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Abstract: Fr equency veering in a bladed disk is the result of sy stem mode interact ion,

w hich w ill g reat ly affect the vibrat ional characterist ics of the system. In view of sy stem mo�
dal pow er, the expressions of v ar ious sub�m ode pow ers w ere derived f rom the eig enfunct ion

of a bladed disk in this paper. By using a lumped parameter m odel, the character ist ics o f f re�
quency veer ing and variations of sub�m ode pow ers w er e system at ically invest igated. W hile

studying com prehensiv ely the variation features of the mode inter act ion pow er o f the bladed

disk, the interact ion betw een frequency veering and variations of sub�mode pow ers w as thor�
oughly analyzed and summ arized. T his method and conclusion could prov ide a fundamental

theory for looking into the physical insight of f requency veer ing of a bladed disk.
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� � 频率转向现象是指系统特征值轨迹随某些系

统特性参数先汇聚, 但不交叉,再分离的现象.该

现象普遍存在于转子动力学 [ 1�2] 及振动应用领

域
[ 3�4]

.航空发动机叶盘结构的频率转向与转子转

速[ 5]和叶间相角或节径[ 6] 密切联系.与叶间相角

或节径有关的频率转向是叶片占优模态族与轮盘

占优模态族相互耦合的结果 [ 7�9] . Bladh 等 [ 7]研究

得出,叶片占优模态族的应变能主要集中在叶片

上,对系统固有频率影响较小;轮盘占优模态族的

应变能主要集中在轮盘上,并对系统固有频率影

响较大. Kenyon等 [ 8�9]研究发现,频率转向区中的

系统模态高度密集, 因此在叶盘失谐受迫响应中

有更多的系统模态参与振动响应, 使叶盘的失谐

敏感性显著增加. H ussein 等
[ 10]
指出, 频率转向

位置和特性是影响叶盘失谐敏感性的重要因素.

目前对频率转向特性的研究还很不充分, 关
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于频率转向与模态耦合的机理认识还有待深入.

本文从叶盘系统模态能量的角度, 对频率转向区

内外系统模态中的各子模态能量分布、叶盘模态

耦合势能的变化、以及各子模态动势能之间的相

互转换进行了较为深入的研究.

1 � 叶盘系统特征方程及模态能量
表述

� � 叶盘系统的运动方程通常表示为
M x + C�x + Kx = f ( t) ( 1)

其中 x 是位移向量, M, C, K, f 分别是质量、阻

尼、刚度矩阵和激振力向量.叶盘系统的固有频率

和模态阵型可由系统无阻尼自由振动特征方程

确定

K� i = �2iM � i ( 2)

其中 � i , �i 分别为第 i 阶系统模态和固有频率.

在 � i 中包含了各扇区的叶片和轮盘各自由度的

位移元素,将 � i 中的叶片和轮盘自由度元素分

组,即

� i =
�Bi

�Di

( 3)

其中下标! B∀和! D∀分别表示叶片和轮盘, �Bi ,

� Di 分别为第 i 阶系统模态中的叶片子模态和轮

盘子模态.同时( 2)式中的刚度和质量矩阵也作相

应调整,其矩阵分块形式可表示为

K =
KBB KBD

KDB KDD

, M =
MB 0

0 MD

( 4)

将( 3) , ( 4)式代入( 2)式, 并左乘 �
T
i , T 表示

矩阵转置,其结果可表示为

�T
Bi � T

Di

KBB KBD

KDB KDD

�Bi

�Di

=

�
2
i �

T
Bi �

T
Di

MB 0

0 MD

�Bi

�Di

( 5)

将( 5)式按分块矩阵计算展开后可得

�
T
Bi KBB �Bi + �

T
Di KDD �Di + �

T
Di KDB �Bi +

� �T
Bi KBD �Di = �

2
i ( �

T
Bi MB � Bi + �

T
Di MD � Di ) ( 6)

方程( 6)左边表示叶盘系统模态的弹性势能,

由叶片子模态势能、轮盘子模态势能以及叶片与

轮盘子模态通过叶盘刚度耦合的势能(称为叶盘

耦合势能)组成; 方程右边表示叶盘系统模态动

能,由叶片子模态动能和轮盘子模态动能组成.方

程( 6)实际上表示当叶盘系统在第 i阶模态下振

动时, 叶片与轮盘各种能量之间的相互联系. 将

( 6)式各项从子模态能量的角度定义为

叶片子模态势能 Epb = �T
Bi KBB �Bi ;轮盘子模

态势能 Epd = �
T
Di K DD �Di .

叶盘模态耦合势能 E c = �
T
Di KDB �Bi + �

T
Bi

KBD � Di ,其中 KDB = K
T
BD ,因此 �

T
Di KDB �Bi = �

T
Bi

KBD � Di .

叶片子模态动能 Ekb = �
2
i �

T
Bi MB �Bi ;轮盘子

模态动能 Ekd = �
2
i �

T
Di M D �Di .

于是,方程( 6)可化为

Epb + Epd + Ec = Ekb + Ekd ( 7)

所以,叶盘模态耦合势能可表示为

E c = (Ekb + Ekd) - ( Epb + Epd) ( 8)

叶盘结构频率转向实际上表现为各子模态能

量之间的相互转化, 叶盘系统模态包含了叶片和

轮盘两个子模态, 因此系统模态振型的转换可从

这两个子模态势能的变化中得到体现.

2 � 叶盘系统频率转向分析模型

� � 叶盘集中参数模型见图 1, 该模型可方便进

行系统参数调整,以捕捉叶盘系统频率转向现象.

由于本文是针对叶盘系统频率转向现象的内在机

理研究,因此模型中的物理参数均采用无量纲参

数,并且系统的刚度参数均是关于叶片刚度进行

无量纲化,而质量参数则是关于叶片质量进行无

量纲化.

图 1 � 叶盘模型

Fig. 1� M odel of bladed disks

模型参数如表 1所示,取模型叶片数为 16.

表 1 � 模型参数

Table 1 � Parameters of model

参数 mb md kb kd k c

值 1 16. 7 1 0. 4 30. 4

3 � 仿真分析

� � 由特征方程( 2)求出系统各阶固有频率和模

态向量,分解出叶片与轮盘子模态向量;求出各节
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径下各子模态的振动能量.频率转向图见图 2,模

态族 1和 2分别为低阶和高阶模态族, 可分别对

应实际叶盘中两种不同性质的模态族, 如弯曲和

扭转模态族.

图 2� 频率转向图

Fig. 2� Diagr am of frequency veer ing

图 3模态族 1的叶片子模态势能呈现从低到

高的走势与模态族 2相反, 两曲线在节径 2附近

交汇.图 4与图 3对于模态族 1 和 2 的变化趋势

正好相反,可知对于低阶模态族,频率转向使系统

模态势能从轮盘向叶片转移; 而高阶模态族则是

从叶片向轮盘转移.图 5模态族 1的叶盘模态耦

合势在 2节径后由增长变为减小, 模态族 2则为

持续增长.图 6叶片子模态动势能之差反映了其

动势能之间的转化, 两种模态族的叶片子模态动

势能的转化正好相反. 叶片子模态动势能之差的

绝对值在节径 2达到最大值 0. 12.图 7轮盘子模

态动势能之差反映了其动势能之间转化,当模态

族 1在节径 2附近时, 轮盘子模态动势能之差要

比叶盘模态耦合势能高出 0. 12, 该值正是模态族

2的叶片子模态动势能之差在节径 2处的值.

图 3� 叶片子模态势能

Fig. 3� Potential energ y o f blade sub�mode

由( 8)式和各能量变化图的分析可知,叶盘模

态耦合势能主要与轮盘子模态动能相互转化; 在

图 4� 轮盘子模态势能

F ig. 4� Potential ener gy of disk sub�mode

图 5 � 叶盘模态耦合势能

Fig. 5� Blade�disk potential ener gy interaction

图 6 � 叶片子模态动能与势能之差

Fig. 6� Difference between kinet ic and potential energ y

o f blade sub�mode

频率转向区域,低阶模态族中的叶片子模态势能

与轮盘子模态动能具有部分能量的相互转化, 而

高阶模态族中的叶片子模态动能与轮盘子模态势

能具有部分能量的相互转化.

调整 k c 为 15. 4和 45. 4分别进行仿真. 发现

频率转向呈现一种过渡形式如图 8, 缓慢过渡的

频率转向对应较大的叶盘耦合强度, 如图 9和图
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图 7 � 轮盘子模态动能与势能之差

Fig. 7� Difference between kinet ic and potential energ y

o f disk sub�mode

10的低阶模态族的叶盘模态耦合势能在频率转

向区域的最大值比图 5的分别高出 60%和 30%.

频率转向区域附近, 叶片子模态动势能之差的变

化趋于缓慢且峰值减小, 如图 11叶片子模态动势

能之差的峰值比图 6的峰值减小 30% .

图 8� kc= 15. 4时的频率转向曲线

Fig. 8� Diagr am of frequency veer ing, kc= 15. 4

图 9 � kc = 15. 4 时叶盘模态耦合势能

Fig . 9 � Blade�disk po tent ial energ y inter action,

k c= 15. 4

图 10� k c= 45. 4 时叶盘模态耦合势能

F ig . 10� Blade�disk potential ener gy interaction,

k c= 45. 4

图 11 � kc= 45. 4 叶片子模态动能与势能之差

Fig . 11� Difference betw een kinetic and potential ener gy

of blade sub�mode, kc = 45. 4

4 � 结 � 论

� � 本文从叶盘系统模态能量的角度, 系统地分

析了叶盘频率转向与模态耦合的基本特性.对系

统模态中的叶片及轮盘的子模态势能、叶盘模态

耦合势能以及各子模态动势能转换等问题进行了

较为深入的分析.研究表明:

1) 叶盘频率转向与系统模态中各子模态能

量分布联系紧密. 节径增加使叶盘模态耦合势能

由低阶向高阶模态族转移;叶片子模态动势能之

差在频率转向处达到最大.

2) 叶片和轮盘子模态势能经过频率转向区

时,低阶轮盘子模态势能向叶片子模态势能转移;

高阶叶片子模态势能向轮盘子模态势能转移.

3) 改变叶盘耦合刚度会使各子模态能量重

新分布.频率转向的缓慢变化使转向区的叶盘模

态耦合势能增大,而叶片子模态势能则减小,且其

变化也趋于平缓.
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